1. TRANSFORMAREA Z

421 Rispunsul unui sistem discret liniar §i invariant in timp la
exponenfiala complexa discreti de modul neunitar
Vom nota variabila complex@ cu:

. i - 1
z=x+jy=re% ; x,yeR . go-1)

imde evident: Jz] = r =yx* + ¥y si Q =arg(z) - Rispunsul unui SLIT

discret la cxponenpiala g = ro"-e 8,7 sc poatc calcula cu relagia:

~ v = 19 "-‘ > -k ‘
vin] = #in} 2l = Z Rk .z': =z Z hikl-z)* (0.2}
k=-e k
in ipoteza ca seria este convergenta. Se introduce notatia:
HR) = ¥ rlz7 . (10.3)
k=-e

Furctia H(z), in masura in care suma (lo.3) existd, este dependentd numai de
raspunsul la impuls al sistemului. hn}, si in anumite conditil caracterizeaza sistemudi.
Cu notatia {3) relatia @v.2) devine:

vlnl = 2, -H(z,) (104

o este o functie proprie a SLIT discret. valoarea proprie atasatd fiind
H(z,) . Pentru cazul in care semnalul de intrare este de forma: '

x[n} = Eck:: ) (‘0-5)
k

si aratd cd 2,

raspunsul sistemulut se calculeazd cu:

yinl = Y ¢, Hiz)z - (10.6)
k

Se relevd importanta unei functii avand forma @0.3) pentru studiul SLIT
discrete.
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40.2. Transformarea Z bilaterala

Fie x[n] un semnal discret aperiodic. Prin definitie, transformata Z bilaterald
a semnalului x[n] dat este functia X(z) :

Z{x[n]}(Z) = X(Z) = z :c[n]-z"‘ ; Z = r-ejo , T 2 0 . (/10.7)

n=-w

Se poate face imediat o lezdturd intre transformata Z si transformata Fourier

in timp discret. Substituind forma polard a lui z in relafie, rezuita:

Z{x[m}(z) = 3, (x[n] r") e IO = F{rxnl(Q);r =20

n=-oo
{{0.8)
Daci se evalueazi transformata Z pentru lz]| =r=1, se obfine:
Z!{x[n)}(e/®) = F {xRNQ) - (10.9)

Transformata Z evaluatd pe cercul unitar (de razd r = 1) din planui complex
z=x+jy este transformata Fourier in timp discret a semnalului. Acesta este motivul

. . - s : j@T
pentru care in unele lucrani de specialitate se utilizeaza notapia X(e’%)
Pentru ca X(z) definitd prin relatia 60.7) sd existe, este necesar ca:

X@| < X el cleer] = ¥ (el < -

n=-w B=-o
deci rx[n] € gt .
Exemple:
L Vom considera semnalul discret cauzal x[n] = d'c[n] , lal <1. Transformata

Z a acestuia este, conform definifiei:
X(iz) =Y a"z" =), (az™')"
n=0 n=0

Dacd ]az.'"l < 1. convergenja transformatei este asiguratd. In acest caz:

X(z)=——1——% , 1z| > lal . (40.10)

1-az!
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& Valorile variabilei complexe z pentru care
Xt existd (seria ce o defineste este convergen-
1dj formeazd domeniul de convergentd (DC) ai
transformatei- fn exemplul discutat, toate nume-
rele complexe de modul mai mare decdt lal for-
meazd domeniul de convergentd al transformaziet.

Ll este. asa cum re*ul!d si din figurado 1.
exteriorul discului de razd jal .

Dacd cercul unitar se gaseste in DC,
atunci existd §i transformata Fourier m tmp
discret. La se obtine substituind z cu &

In exemplul considerat, cercul umtar este

Fig.40.1 Domeniul de convergen- 4, D( i deci existd:

1a al transformatei X(z) pentru

- semnaiul cauzal. X(Q) = 1 .
1-ge?®
2. Fie acum semnalul discret anticauzal x[n] = ~ d"Gl-n-1] . Transformaia Z

bilaterald a semnalului este:

v

-1

()=~ Ea z” Z az_l)nzﬂi( 1_1)":_ 1-12“:( 1—1)n.

n=-w n=—co a=1'QZ " ° a2 " n=0°'Q4a°%
5 1 o
Dacd — < 1 | X{(z) exisid §i este:
faljz7]

?JY X(z) = - 11 1 N 1-1 >

az“‘(l— ) 1-az
az!
a [z] < |a|
X - (pean)

Domeniul de convergentd al transformaic:
' bilaterale este interiorul discului de razd |al - figura
' 0,2. Dacd cercul unitar nu este din DC (cazul exem-
plificat in figura(0.2) nu exisid transformatd Fourier
Fig.40.2DC al tansformatei ; semnaiului.
semnalului anticauzal.

Analizdnd comparativ ({0.10) si (fo.11), se con-
statd cd cele douf transformate Z bilaterale, desi apartin unor semnale complet
diferite au aceleasi expresii. Domeniile lor de convergentd nu sunt insd aceleasi.

Cele doud exemple subliniazd importan{a precizirii domeniului de convergentd
al transformatei Z bilaterale.
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4g.2.1 Proprietitile domeniului de conversenti al’ transformatei 7 bilaterale

«isti transformata Fourier in timp

Transformata Z bilaterald existd acolo unde ¢
{d este independentd

discret a semnalului x[n}™ .1 = §zf , Cum condifia Je existen
de Q - depinde numai de 1 = |z - rezultd:

i. Domeniui de convergeatd al mnsformatei Z bilaterale esie
o corvani circulari a pianuiui Z, centrati in origine.

lim X(z) = = senumesc poli fui Xz) . Dar in poii.

=—>=
- >§

Punctele z,, pentru care

tranformata nu este convergenta. deci:

g 2 Domeniui de convergentd al transformatei Z bilaternie nu

poate confine nici un pol al acesieia. .

Fie un semnal x[n] de duratd finitd. Penuu el transformata este:

n.

X() = Lz 5 0< xl <

n=n
i

Dacin; <0, aparin X(z) puteri pozitive ale lui z si in consecintd. punctul de
1a infinit (z = «) nu face parte din DC. Daci n, > 0 . apar puteri negative ale lur z
= 0 nu este din DC. Semnaiele discrete cauzale de duratd finitd au in Conseciir’i

Stz
u exceptia originii. Se poate enunia.

transiormara olomorfd in tot planul. ¢
3. Daci x|n] este un semnal cu suportui de duratd finitd, X(z),
fransformata sa bilaterald existd in tot pianul, cu exceptia

eventuai a punctelorz = 0 si/fsauz = .

Fie un semnal x[n] cu suportul nemirginit spre dreapta. x[n] = 0, peatru orice

n<n. Transformata sa bilaterald este:

w®

X(z) = Y}, x[niz™

n=ny

Daci n; < 0, seria modulelor se scrie ca o sumd de doud sume:

- -1
Y lxlmiz = ¥y lx{n}z |+ Y [xlz 7] 5 |z =1, n, <0

n=ny n=n n=0




Primul termen nu pune problema de convergentd, el elimindnd din DC doax

punctul de la infinit. Al doilea termen contine numai puteri negative §l vom nota razg
sa de convergenid cu R_. Dacil r_ este raza unui cerc inclus in DC, atunci toate punc-
tele din plan }z} 2 1, sunt din DC. Demonstrafia este  imediatd:

|x[nl=*| < |x[n}|ry" si cum Y |x[n1] rg® < o prin ipotezd. rezuitd ci:),{
n=0

Z |x[njz ™| < « . Razade convergentd R_ poate {1 determinatd cu relatia:
n=0

xinxl]) (1042

R = lim
x[nl

n—>c«x

Dacin; 2 0, semnalul este cauzal §i punctul de la infinit rimdne in DC.

Deoarece avem de obicei de-a face cu transformate de tip fractie ragionaid. nw
este necesard calcularea razei R_, ea rezultind din plasarea polilor.

Concluzia pe care o desprindem este:

4. Daci x[n] este un semnal cu intindere spre dreapta si daca
cercul |z] =, este din DC al transformatei Z bilaterale,
atunci toate punctele din plan |z | > r, , cu excepfia even-
tual a punctului de la infinit, sunt din DC.

Semnalele cu suportul nemdrginit §i intins spre stanga, cesa ce inseamnd c&
x{n] = 0, n > n, au transformata Z bilaterala:

1.

X@z) = Y x[nz™

n=—o

Seria modulelor. pentru n, > 0 este:

na 0 n,
Y lxmzf = Y (x| ¢ 3 =iz
B=-w n=1

n=-o -

Al doilea termen este convergent cu exceptia punctului z = 0 . Primul termen, ce
contine numai puteri pozitive ale lui z. are raza de convergentd R, calculabiid cu
relatia:

x| (#0.13)
x[n+1]

Daci r,, este raza unui cerc inclus in DC, atunci, pe baza criteriului comparatie:

—> ™o

R+= nlim
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aplicat primei sume, toate punctele din plan Jz| <r, sunt din DC. Prin urmare:

5. Dac3 x[nj este un semnal cu intindere spre stinga si daci
cercul {z| =1, , este inclus in DC al transformatei Z bilate-
rale atunci toate punctele din pian |z | < r,, cu excepfia
eventual a punctului din origine, sunt din DC.

Cazul cel mai general este cel al semnalelor cu intindere de Ia - la <. Pentru
aceste semnale se scrie:

-1
X(Z) = z x[n]Z‘n = Zx[n]z"" + 2 x[n]z""

ne-e n=0 n=—o

Prima sumi este transformata unui semnal cu intindere spre dreapta. Ea are raza de
convergenjd R_si DC corespunzitor este {z] % R, . Al doilea termen este trans for-
mata unui semnal cu intindere spre stinga. Raza sa de convergentd, R. , delimiteaza
un DC definit prin fz| < Ry - Daca R_<R,, cele doud domenii de convergentd au
intersectia nevidi si ambele sume sunt convergeate. Este in consecintd convergenta
transformata Z bilaterald X(z) . De importan{3 practici este afirmaia:

6.  Dac3 x|n] este un semnal cu intindere de la - la o si daca
cercul |z | = r, este inclus in DC al transformatei Z bilatera-
le, atunci acesta este o coroani circulard ce include cercul

lz| =x,.

@) . .
Fig. /0.3 Domeniul de convergentd al unui semnal cu intindere: (a) spre dreapta,
(b) spre stinga, (c) dela -0 laco.

De obicei DC se stabileste dupd dispunerea polilor in constelatia de poli si
zerouri. si dupd sensul de intindere al semnalului, aplicind cele 6 reguli enuntate.
In figura 0.5 se prezinti cele 3 tipuri de domenii de convergenta:

[nl

Exemplu Vom considera semnalul cu intindere de la la -0 la + , x[n] = a ,

0<a<1 . El poate fi scris ca suma dintre semnalul cauzal xg[n] = d'c[n] si semnalul
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anticauzal x5[n] = a'c[-n-1] . Conform exemplelor anterioare :
1
1-az

a*o[n} —>

. S )
—> 1 3 I:I < l
-1z ¢
a
In conseciné:
2
. . nl s a -1 Z .
Fig.l04 DC al semnaluiui cu intindere a 2 1.
de la -0 la +. (z~a)(;—_J
a
1
a< i:l < =
a
Polii transformatei sunt = = a §i = = I.a . Singura coroand circulard (DC estc

numai o coroand circudard, semnalul fiind cu intindere de la - la ~ ) ce nu confinc
poli este tocmai a < |z| < L/ - vezi si figurao.4.

40.2.2 Transformarea 7 invers3

Transformarea Z directd a asociat unui semnal discret x[n] o functie X(z) pnz
relatia 40,7), unde z € DC. Transformarea Z inversd urmdreste recuperarea semnalulu:
din expresia transformatei Z bilaterale X(z), valorile z fiind din DC.

Considerim un contur inchis inclus in DC (de obicei un cerc cu centrul in

origine). Transformata directa:

Y xkiz* , zeDC
f

se inmulteste cu v si se integreazd pe cercul I :

frx(z):n-ld: = fr(kg:u?[k]zn—k—l)dz =‘k-i.c_x[k]fpzkd_f+l ; TeDC .
(10.14)

Se stie ins3 c3 pentru orice functie f{z) olomorfd in DC si orice curbd inchisa.
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I', din DC avem:

LDy 2w gy o 13)
r

PR 3 o | ~ n! d.,n
(z-a) + ag

punctul a fiind unul oarecare din planul complex. interior curbei. In particular fiz)=1
este olomorfa in tot planul deci i in DC, iar a = 0 este interior cercului considerat
in relafiado ,14). In consecinfa:

2%y . :
f az = _0_!_ 1, k , or =1 . ' 60.16)
r

S(n-k}+1

, n*k
Relatia 40 .14) devine dect:

2 1 $xX(=Y=""1g- - do.17
xfnl = — o X(2)2 da:z , I' e DC s . )
[ 1 5 jJI‘ ( ) (.

si defineste transformarea Z inversa:

Z (X@Mnl = —— $ X(2)=""dz = xln] s repnc . (oa7h

2=j

' Se obisnuieste si se spund ci transformarea Z bilaterald defineste o pereche
semnal-transformatd si se scrie:

zZ
xfn] <—> X@) , (fo0.19)

specificarea Z fiind de obicei omisd.

40.2.3 Definirea transformatei_z_bilaterale prin constelatia de poli si zeroun

Daci transformata bilaterald X(z) este o fractie rationala, ea poate fi pusd sub
forma :

M
H (Z _Zok)

- = k=L
X(Z) =k —_—
H (Z —zpk)

: : k=1
Aceastd relatie ne aratd ¢ este suficientd cunoagterea polilor Zok si a zerourilor z

pentru ca X(z) si.fie determinati in domeniul de convergentd, cu exceptia unet

; £eDC . (to-19)
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constante multiplicative k. Dacd se cunoaste X(z_) , z, din DC, se poate determina
si constanta k.

Fie spre exemplu constelatia de pol:

Jy 25°0 si zerouri din figura0.5. cu z, = 0 i

=0,5. Transformata X(z) , considerdnd
k=1, este:

: 1
-0, ].’0,52‘l

Ea singurd, ca transformatd bilaterald, nu
spune incd nimic despre semnal. Daci ‘nsd
precizam cd semnalul xfn] <—> X{(z) este
de tip cauzal (cu intindere spre dreapta).
atunci |z} > ] | = 0.5 defineste DC.

In acest caz cum cercul -unitar este in
DC, existd §i transformata Fourier in timp
discret: :

Fig.10.5 CPZ al unei transformate Z
bilaterale.

X(Q) = X(e0) = ¢~ -1
= X(e) e ~ 05 1-05¢79

Este posibild §i determinarea grafici a moduiuru ]X(Q)[ si a faze:
B(Q)=ArgX(Q) . Fie punctul A de pe cercul unitar. plasat la unghiul Q (lungimea
arcului de cerc in radiani). Atunci:

1X(Q)]| = [;,(:p: . Q) =Y -0

In cazul general, daci Zok si z, sunt punctele din plan (afixele) corespun-
zitoare tuturor poliior §i zerounlor, atunci:

M

kI:I |Az | . M N
X(Q) = k] £—— /@ 0(Q) = Argk + 3 ¥,-) 0
kHIIJE;I k=1 k=1

(10.20)

Frecventa Q reprezinti lungimea arcului de cerc mdsurati in radiani, pe cercul unitar,
de la intersectia acestuia cu semiaxa X > 0 si pind in punctul’ A, sensul fiind cel
trigonometric.
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40.3 Transformata Z unilaterala

Transformarea unilaterald a unui semnal discret x[n] este definitd prin:

Z {x(}@ = X,(z) = 3 xlmlz" . (10.21)

n=9

Domeniul de convergenti ai transformate! unilaterale este fie tot planul, fie exteriorul
unui disc cu centrul in origine. Acest fapt rezultd imediat din aceea ¢ X (z) = X(z),
transformata bilaterald a unui semnal cauzal.

Daci se lucreazi numai cu sisteme si semnale cauzale, este suficientd utilizarea
transformarii unilaterale. Dupd cum s-a vdzut, utilizdm de multe ori semnaie
necauzale pentru care este aplicabild numai transformarea Z bilaterald. Pentru
semnalele si sistemele cauzale, cele 2 transformate sunt egale, motiv pentru care vom
omite uneori indicele "u" ce marcheazi in mcd expres caracterul uniiateral al
transformarii. ' '

Transformarea inversi se efectueazd utilizind tot relatia de calcul 4.17),
domeniul de convergentd DC fiind unul particuiar.

in incheiere mentiondm ci transformarea Z unilaterald este indicatd pentu
studiul sistemelor cauzale caracterizate de ecuafii cu diferente finite, liniare §1 cu
coeficienti constanti §i care nu au conditii initial nule.

0.4 Proprietifi ale celor doud tipuri de transformari Z

Vom face notaiile:
z Z
x[n] <—> X)), 2€DC,; x{n] <

B4

> X.(2)

[R]

z Z,
> Y(z) , 2 € DC, ; y[n] <

> Y, (z) -

y[n] <
1. Liniaritate si omogenitate  Din relatiiie ce definesc transformiriie rezultd imediat
ca:
ax[n]+by[n] <—> aX(2)+b¥(z) ; z €D, N DC, , cel putin
ax[n]+by[n] <—> aX (2)+bY,(2)
(t0.22

Este posibil ca dorheniul de convergentd al transformatei sumei semnalelor si fie mas
cuprinzitor decit intersectia celor 2 domenii, ca urmare a simplificirii unor poli prin
zerouri ce se introduc. De altfel e cunoscut cd suma a 2 serii convergente este
convergenti dar nu ¢ imposibil ca suma a 2 serii divergente s3 fie totusi convergentd.
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2. Translatia in timp Pentru x[n-n_] se calculedza:

Zizln-n1} = Y x[n-nJz™" = 3 .jc[m]z'("'+r'°) =z Y x[mlz™"

n=-ow m=-w ms=-—-e

x[n-n] <—> z7°X(z) , z€DC |
(10.25%

Dacin, >0, z = 0 se elimind din DC, iar dacd n, < 0, z = se elimind din DC.
Daci se considerd aplicarea transformdrii uniiaterale. pentru n >0 rezulta:

P = © ' -l

Z5in-n} = T aln-nla"= ¥ almz "z = 2 T slmiz e ¥ *‘”’m)’
‘m=Q

=0 m=-n, m=-n,

sau;
-1

x[n-no] <—> z‘n"(Xu(;)— Z x{n];"') , na>0 . ({0.23")

R=-r,

Daci semnalui deplasat este cauzal, x[n] = 0, n <0 ., relatia 4.23") devme forma]

identicd cu 40,23").

3. Modularea in timp  Considerdm semnalul el xfnl

Z{ej°°".r[n]}~ =y e’%" x[n]z ™ = Y xin (e_jo’z)_"
n=-c n= -
iQn -i .24')
e’ xn] < X(e 7%z) , z€DC (i

Domeniul de convergentd al transformatei semnaluiui modulat este acelasi cu
al semnaiului inigial. Multiplicarea cu e 3 variabilei z nu modifici raza polilor ci
numai unghiul lor. Cum simetria DC este circulard. aceastd modificare de unghi nu

modificd DC.
In mod similar se ajunge, pentru transformata unilaterala la:
80y (40.247

/%" yn] <—> X, (e

Se poate stabili o relatie de naturd mai generald. moduland cu z] , IZO( difertt
del:




35

Z{z, x{n}} Y xfplz ™ = ) x[n](:“-)" ;
n=-w n=-wo 4-0 ‘
gafi] <—> X(=) = eDC; (t0.25)
~0 ~0
z,,"—"["] <—> Xu(:z—'-) . (,{0,25")
~9
4. Reflectarea semnalului Deoarece reflectatul unui semnal cauzal este un semnal

anticauzal, nu discutim decit cazul transformirii Z bilaterale:

] [

Zix(-n]} = Y x[-#]z7 = ) x[m](%)_m = X(%) ;

n=-—oo m=—o

x[-n] <—> X{z7') , %EDC : fro-26)

Daci DC este definitprin R_ < |z]| < R, atunci noul domeniu este dat de condifia

din 10.26) R_< - < R, adica REPEMPIES
|1 * R, R_
5. Diferentierea in domeniul n Diferenta finitdi a semnalului x[n] este

x[n]-x[n-1] . Aplicind proprietatea de translatie in timp. rezuitd:

f[] - xfn-11 <—> (1-2)X(@) 5 2€DC ; fo.27)
x[n] - x(p-1] <—> (1-z27)X,(2) - x[-11 . fo.27")
Evident fractia factor (z-1)iz . anuleazd polul z=1al transformatei (dacd z=1

este pol) dar introduce z = 0 ca pol, dacd nu cumva z = 0 a fost un zerou al
transformatei X(z).

Y
6. Insumarea in domeniul n (timnului) Semnalul sumi y[n] = Z x[k} satis-
k=—o

face relagia x[n] = v[n]-v[n-1j . In consecinta:

x[n] =yl - yln-11 <—> X(z) = (1-27)¥(@)

de unde:




Z.‘C[k] < > X(z) . 11X(:) : - ¢ DCNDC* , (‘0.23).

k:-m 1"':'_1 :

demeniul de converzentd DC* fiind domeniui 1zl >1.
Pentru transformarea uniiaterald:

Dar y[-11 = Y Ikl si deci:

-
K= -
4
n Xy(:)- E 'r[k] -
3wl <—> ke = 2-X(9) 5 M >
K== 1-z7 z-1

(4o 28"

Daci semnaiul x[n] este cauzal, x[n] = 0, n < 0 si deci 0. 28"y este formal identica
cu 0.28%).

=+ Diferentierea in domeniui z Derivind X(z) dat de relatia 40.7) objinem:

o -

dX(z2) _ <~ ;142" 177" - -
SCI T xinl - Y -nxaiz ™! =z 'Y (-nxinl)z”
az n=z- az -

n=-e p=-w
si deci:
nxn] <—> —ZM ; z€ DC . (40 297
dz
in mod similar:
dX, (2
nx{nj <—> -z (2 : (40-29%)
3 dz
3. Transformarea semnalului comolex conjugat  Dacd x[n] € C:
Zim) - Y sz = | Y a2 X@)

n=—eca ‘=




x*[n] <—> X(z') , z€eDC (10309

si similar: |
2 <—> X(z") fto.30")
9. Teorema convolutiei in domeniul timpuiui Fie x[n] si y[n] doud semnale

complexe. Daci x[n]+y[n] are sens. atunci:

Zixnl +ylnl}= 3 ( Y xl6yln-R)c = T T xifetyin-Ke Y

ne-w\ k=-o R=-m k=-o

Punind n-k = m se ajunge la:

Z{x[n] +yInl} —( E r[k]z )( Z x[m]z” )=X(Z)Y(z) ;

‘m=-—am

x[n] *y(n] <> X(z) Y(z) z € DC,N1 DC, cel putin .

(to 317

Pentru sefnnalele cauzale si transformarea unilatarald se obfine, in acelagi mod:
x(nl*yln] <—> X, ()Y, (z) . (fo.317

10. Teorema produsului semnalelor in domeniul timpului cunoscuta si ca teorema

convolutiei transformatelor. Cutim transformata produsului semnalelor:

a0

Zixtyil) = X slolyiz” = ¥ (g fX@w dulylnz” -

- fX(u){ v[n](%)_"]—d;‘i -1  Xw (2 )‘i"
S-a obtinut relatia:

2xj T
Anlyin] <—> ___fX()Y E)iu‘i , TepC . [(lo32)

n=—e

Domeniul de convergentd al transformatei se stabileste dupd cum urmeazi. Fie
DC,:R¥< Iz} < RYsi DC, : RZ< |z| <RY. Argumentele u si z/u ale functiilor ce

se mte«rreaza trebute sd sansfaca me'vahtatlle
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RP<|u|<R ; Rz<-|*_zil<ng
. u

Cum razele de convergentd sunt nenegative, cele 2 inegalitdti duble se pot inmuitc '

membru cu membru, pdstrind sensu! semnelor de inegalitate:

RI-R. < |z| < R{°R] . (40.33)

Inezalitatea do,33) defineste domeniul de convergentd (DC) al transformatei
bilaterale a produsulgi semnalelor x{n] st v[n] .
Daci x[n] € 1 . fie y[n] = x*[n] . Relatiado .32') devine:

2 e L 2% du
A <> S f XWX

care se expliciteazd prin:

)y

R=-

"
-
~

du
15 -

s .1 .
x[nlfz" = —??r?wX(u)X (

=

EN

Pentru z =4 (dacd x[n] € >, cercul unitar este din DC) rezulti o generalizare @
- teoremei lui Parseval:

) Ty =)= h0.343
n;ﬁlx[n]lz 7 XWX (u) =, TeDC . flo.34

o L 3 M . P . -~ - A
Pentru u = &, u = eiQ si du = Je'QdQ iar40 .34) se transforma in:

e2dQ
o

—_ r;w [.t[n] |2 - 2;] -j:X(ejQ)X-(ejQ)j

e

= [Ix{e)Pda = [[x(@)Pada ,

adicd forma relafiei lui Parseval din domeniul frecventei ) .
In mod aseminitor se aratd ci §i pentru transformarea unilaterald avem:

1 d .
x[n]yfn] <—> Eijr Xu(u)Yu(-Z—')Tu , TeDC . {f0.32"
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11. Teorema vaiorii initiale 1 unui semnai discret cauzal Pentru un semnal x[n]
cauzai cele 2 transformate Z sunt ideatice X(z) = X(z) . Conform definiiel, transfor-

mata unui semnal cauzal confine, cu exceptia primului termen, numai puteri negative
ale variabilel z:

X.(2) = X(2) = ¥ xlnlz™ = .r[0]+%x[1] -

r=0

Trecand la limitd pentru ]z] tinzind la infinit, se obfine relatia:

x[0] = lim X (z) = lm X(2) , (o .35)
l;‘—>w l:‘—)m
cunoscuti sub denumirea de teorema valorii inifiale a unui semnal cauzal.
—_ Ca o consecinid a ei. dacd X, (z) = X(2) = N(z)/D(z) este o fractie raionala
in z, gradul numdratoruiui. M, nu poate depdsi gradul numitorului, N: M < N. Altfei

spus, dacd transformata unut semnal cauzal este fractie rationald, ea nu poate avea
mai multe zerouri decdt poli. -

12. Teorema valoxii finale a unui semnai discret cauzal Transformata  diferentet
x[n+1] - x{n] a unui semnal cauzai este:

<« o0

Y (el +1]-xli)z™ = ¥ aln+1127 - X(2) = 3, lml2™ ™0 -X,(2) =
n=0 n=0 m=1

- 2| ¥ xlmlz™ - x[0]) - X,(@) = (2 - DX,@) - 2510]

‘m=0 J

Trecind la limitd pentru z —> 1 se obtine:
lim ¥ (x[n+1] - x[r])z™" = limz-1) X, (z) - x[0]
¥>1 n=0 ‘ !

Membrul sting al ecalitdiii devine, dupd trecerea la limitd:

® k
Y (xfn+1]-x[nl) = lim Y (x[n+1}-x{n]) = lim (x[k+1] -x[0])
n=0

k=>® nu( k—>w

Se obtine relatia:

s[e] = lim x[k] = lim(z-1)X,(2) = Imz-DX@ . (io.36)
k—> o 21 2->1

numitd si teorema valorii finale a unui semnal cauzal.
Daci semnalul este cauzal, domeniul de convergentd al transformatei sale,
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857.

X,(z) = X(z) , este exteriorul unui disc. Dacd cercul unitar esic in domeniul de
convergenta X(z)] 17 1=1 are valori finite.. Deci, cum z =_1 este pe carcui unitar. X(1)
este o valoare finitd. Rezultd deci ¢3 x[e0] = 1, ca urmare a teoremei valoni finaie.

Semnalele cauzale ce au transformati Fourier in timp discret tind la 0 cind n —> =
40.5 Relafia dintre transformarea Z si transformarea Laplace

Fie x,(t) un semnai analogic avind transformarea Lapiace bilaterald X {s) . Prin
esantionarea sa, se obfine semnalul:

o

20 = 3 3, 0T)8G-aT) . (o .37)

N= ~co

Dar semnalul £(t) este un semnal definit in timp continvu. Prin urmare 1 se pcawe
aplica transformarea Laplace bilaterald:

i@} = T 2,1 T)L8G-nT, )} = Y x(n T)e T . {038

a

n=-e n=-«

Dar x,(nT,) = X4[n] . semnaiui in timp discret. Pentu el transformata Z bilaterzia
este:

o o0

Zixdnl} = 3 xmz™" = 3 s (a2 . 1039

nes-w N=—c
Comparand cele 2 relatii se obtine cd:

Q{xa(‘)ar,(t)} = Z{.x:d[n]} 5 x[nl =x(nT) . [(o.40)

sT,
e =z

Daci se aplicd semnalului analogic esanticnat transformata Laplace bilaterald si s¢
substitule in aceasta:

flo.41)

se obtine transformata Z bilaterald a semnalului discret. provenit din semnaiub

analogic.
Relatia 10.40) este vaiabild si pentru cazul transformatelor unilaterale:

L,(5,0 8 O] = Z{zlnl) 5 xln] =2,0eT) . (o040

substitutia fiind aceeasi - 40 41).




4.6 Studiul sistemelor discrete liniare si invariante in timp prin
intermediul transformani Z

Forma simpli a teoremei convolujiei semnalelor discrete face din transformata

Z un instrument util pentru studiul sistemeélor discrete LIT. Dacd sistemul studiat este
cauzal si nu are conditii initiale nule, este utild transformarea Z unilaterald,

40.6.1 Functia de sistem 2 unui sistem discret. liniar si invariant in timp

Daci x[n] este semnalul de intrare al unui SLITD, x[n] <—> X(z) iar.

v[n}<—>Y(z) este semmnalul de la iesirea sa, atunci aplicind relatiel
y[n] = h[n] *x[n] transformarea Z bilateraid. se obtine:

Y(z) = HQ)X(2) 5 H@)=Z{hnl} . (10.42)

Relatia4¢,42) permite determinarea raspunsului unui SLIT de orice fel, nu neaparat

cauzal la un semnal de intrare nici el neapdrat cauzal.
Daci sistemul §1 sem-

nalul de intrare sunt de tip

Xn] hp { v = Xizi i Y(zia f:au?_*al, .s,l'm"pla addugare a
hin) «x(nl H{z}X!2) indicelui "u" transformatelor
a) ) modificd relatia 10.42) pen-

X . . - tru cazul transformatelor uni-
Figura 10.6. SLITD caracterizat prin: (a) raspunsul la | 1. pacx se foloseste

impuis, h{n]; (b) funcfia sistem H(z). transformarea Z bilateraid

indicarea domeniului de convergentd, expiicit sau implicit, este obligatorie.

Relatia 40.42) ne aratd ci functia H(z), numitd si "funcfia (de) sistem" sau
"functia de transfer a sistemulwi” caracterizeaza complet comportarea sa in planui
complex z, dupd cum rdspunsul la impuls hin] caracteriza complet comportarea
sistemelor in timp - figura40,6.

Daci sistemul discret este stabil, exista’ si  F{h[n]}. Dar,
Fh[n}Q)=Z{h[n]} (e’Q) si prin urmare cercul unitar este in domeniul de convergen{d
al functiei de sistem ce caracterizeazd un sistem stabil.

Daci sistemul este cauzal: H (z) = H(z) . atunci domeniul de convergentd al
functiei este exteriorul unui disc. Daci sistemul este stabil §i cauzal, cercul unitar este
in DC. Toti polii functiei sistem a unui sistem stabil §i cauzal au modulul subunitar
ceea ce este ehivalent cu faptul ¢3 sunt cuprinsi in interiorul discului unitar.

40.6.2 Determinarea rispunsului unui sistem discret liniar si invariant in timp.

utilizind transformarea Z

Daci x[n] este dat si se specificd hfn] <—> H(z) atunci se aplicd semnalului
de intrare transformarea directd rezultand X(z). Rispunsul in complex este
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Y(z)=H(z)X(z) . Aphcand transformarea Z inversd, rezultd semnalul raspuns, y[n}.
Daci se lucreazi cu sisteme si semnale cauzale in conditii initiale nenule, se va
utiliza numai transformarea Z unilaterald. Problema principald este transformarea
directd si inversd a unui semnal.

Calculul transformatei directe nu pune probleme, cel putin pentru semnalele -

discrete uzuale. Aplicarea relatiei de definire a transformatei sau tabelele de transfor-
mér impreund cu proprietatile transformarii conduc la obtinerea transformatei.
in ceea ce priveste calcuiul transformatei Z inverse sunt aplicabile trei metode:

1. Caiculul direct al integralei 40,17)

Se tine seama de urmitoarele:

- dac3 f(z) este o functie ce in domeniul marginit de curba inchisa I', neteda pe
portiuni, are un numdr finit de puncte singulare izolate z, , atunci:

frﬂ:)d: =27j ; Rez{f(:)}lz .y (Ao,.-;B} |

- dacd z = z;_ este un pol de ordinul s al functiei f(z) , atunci reziduul refentor
la acest pol se calculeazi cu relafia:

5-1
Rez{fD)].., = oy ot [~ W@, - (04

Conform cu({0.43), notand f{z) = X(z)z! ,(40.17) devine:
xin] = Y Rez{X(z)z"™}|. iy (40 45)
k

unde z, sunt polii aflagi in interiorul discului centrat pe origine si delimitat de cercu!
I din DC pe care se face integrarea in 4,17.
Avand in vedere complicatiile de calcul, metoda este mai pufin utilizata.

Exemplu: Fie de inversat:

(2) X

z - 1)(z +05)

; 1z] > 1

Polii transtormatei sunt =; = 1 §i =5=-0.5 - vezi §i figurado,7. Curba I' c DC este ur

cerc cu centrul in origine §i ra:a mai mare decdt unu.
Fie n > 0 . Factorul 2"\ nu introduce poli suplimentari. In consecinfd se

calculeazd numai:
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Rezf 2 (32-1) BRI -0 V1 N

// czl 2(z-1)(z+6,3) }|;=1 2(z+0,5) lz=1 3

( Rezf 21221 H _2"(2z-1) )
l2(z-1)(z+0.5) lz=-05  2(z-1) l:=-05

2
% = Z(-05)".
o]

si conform relajiei (10.45):

2
yinl =L+ 2(-05)";n20. (096
Figura40.7 CPZ peatru exem- 3 2

piul de calcul ai TZ inverse.

Dacd i1 < -1 . notdm im = -in §i QUuNC:

2z-1

Y(z)z* ! = - mz1 ,
- 2z™(2-1)(2+03)
are in origine un pol multiplu de ordin .
m-1 Vo —
Rez{¥(z)z""} = 1 _d {z"’ 22-1 } =
(m-1)! dz™"! 2"2(2-1)(2+0,3) ' fz-0

1 2
33D
2 3

-2 com
2

G-

deoarece:
2z-1
2(2-1)(z+0,5)

1
z2-1

1
3

§iodect:

(' 22-1 )’““1 _1¢n"im-1yt 2 (- tom-1)!
L 2(z-1)(2+0,5) 3 (z-1)™ 3 (2+0,5)™

Se calculeazd reziduurile in 1:

W | -

Z{ 22_1 }l = —-——-—————-—22_1 =
2@ D@ 08) s 27208 |
siin -0.3:
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33

Rcz{ 22-1 }l -—1—-' “2¢-m=2¢-09)".
m2(z-1)(2+0,5) a5 2™2(@-1)lzu0s 3 3

Conform relatici(0.45):

1

yin] = -=-
ol

{ —0,5)"+— -

3

(-05)"=0 ; n<-1 . (A0.46"

W | )

(JJIN

Transformata inversd este deci un semnal cauzal. dupd cum rezultd si din
domeniul de convergentd. Din (fo.46") si éc 46") obtinem:

ylirl =[5+ 2(-05)"olnl . flo-16)

2. Transformarea functiei Y(z) inir-o suma de fractii simple

Metoda se aplicd in cazurile in care Y(z) este o functie rafionald. Functia Y(z:
poate fi un raport de polinoame in 2! sau z. Recomandim si se lucreze in z’!
notand pentru comoditate z -1 = x, deoarece in majontatea cazurilor tabelele sunt date
in functie de puterile lui z’! Fie Y(x)=Y(z ) o functie rationald:

Nz N

Y(x) = —
piz"y D()
Efectuind impdrtirea rezulta:
R(x) -
Y(x) = I{x) + ——= 40 .47)
@ =10+ 35 ¢
Pentru partea intreagd: I(x) = Eckx" = zc,‘z"c s1 dect:
k 3
Zfl{z.ckz"‘} = Ecké[n - k] . : 60.48)
k Tk

Partea fractionald se pune sub forma:

R(x) _ Gm
- D(x) gxn\'m Zk:

S

y_ (0 .49)

i=1 (x xk)

unde suma dupd m se extinde la toate rﬁdécinile simple iar suma dupd k la toate




ridicinile muiltiple, de ordine de multiplicitate s,. Coeficientii a, §i by pot fi
determinati prin identificare sau prin aplicarea relagiilor de calcul:

ey ={G-w g0 (4o.50)
= 1 dsri - Sk_IS_(,ﬂ =
B (50! { dxt [(x %) D(x)]} ex, @0.31)

Se aplicd transformarea inversd fiecdrus termen din suma(40.49)‘ dupa ce se
revine mai intdi la 71 = x_ utilizind tatelele de transformate st tabelele de proprietafi
ale transformarii.

Exemple

Z
(z - 05)(z - 0,25)
semnal cauzal. Vom remarca imediat ¢d Y, (z) = Y(z) §i_ cd DC este definit de raza
celui mai indepdriat pol de origine, 0,3 |z| > 0.5 Inainte de a descompune in
fracpii simple, se exprimd Y(z) prin puterile lui 2zl . impdriind numdrdtorul i
numitorul cu Z°

L Se di Y(z) = - se cere y[n] stiind cd el este un

Y(z)- 82! _ 8x @ Q% _ 8 16
Y42y (@-®(4-x) 2-x 4mx 2ox 4ex
Y(z) = 8§ 16 _ 4 ~ 4
2-771 4-z7* 1-05z7' 1-025z7"
(10.52)
Din taiele rezultd:
yial = 4[©5)" - (0.25)"]aln]

2 Pentru aceeasi transformatd Y(z) . cu DC definit de || <025 se inverseazd

(40,52) finénd seama cd ambii termeni sunt definifi in discurile lz] < 0.5 respectiv
12]<0.25 :

yln] = -4[©5)" - ©25)"]o[~n-1]

3. Tot pentru aceeasi transformatd darcu DC: 0,25 < {z] < 0,5, primul termen
este definit pentru |2) < 0,5 iar al doilea pentru |z| > 0.25. In consecinfd:

y[n] = -405)"al-n-1] - 4(025)" o[n]

AMTL
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Si din aceste 3 exemple se poate deduce insemndtatea definirii corecte o

domeniulul in care se face transformarea inversa.

3. Metoda dezvoltiri functiei Y(z) in serie de putern

Daci se dezvoltd Y(z) in seric de puteri in jurui originii. se obtine forme

explicitd a fwi x{n]j :

a)

b)

- - i .. - . - v
Astfel. pentru Y(z) = oF? originea este un puncr sinzuiar esenjial. Penru 1z [>0
P . g g i
avem:

i 1. 1
et = 1+—‘—-z“+—!—z’2+...+——z A, = Z——z T
! =0

. . 1
sidect yla} = —
n!
Daci se considerd Y(z) = e”, ea are la infinit un punct singuiar §i deci y[n] niv
poate fi cauzal. Avem pentru |z] 2 0, cu exceptia punctuiui de la infinit:

e~ = 1‘—1-"-{--1—"21-'”-{-_.1_-“"'-— = i _1,_:’" =,
it 2! m! oy m!
4] -1
= E 1 z—n = 1.',. Z 1 P §
nre (=1)! iw (-0t

Rezultd din tabele:

g[-n-1}] = . of[-n]

T _
yin} = &[nj ! i

Fie Y(z) = ln(’H-az'1) si DC definit de {z| > |a|, Semnalui v[n] este cauzal.
Dezvoltarea in serie a functiei Y(z) in domeniul de convergenta ¢ste:

Y(z) = Z-(————————l):lanz“” ------ > yin] = _—n——— ;o nzxl o

n=1

Semnalul fiind cauzal, teorema valorii initiale da

y[0] = lim_ln(l-.*az"") = Q0 i In consecintd y[n] = Pl)n-a"o[n—l]
n

>

Un caz aparte al dezvoitdrii in serie de puten aparc atunci cand Y(z} este ©

‘fractie rationald.




Fie Y(z) = —
1-az

torma cdtulut in »-| deocarece transformata semnalului cauzal uu confine decit putenle

’ |2| > lal  Se efectueazd impdrtirea urmarind

1

negative ale lui z:

1 l 1. azl
-1+ az! | 1+azt+a?z?+ a’ri+.
;  azl

_3144_3222

/ a2z2

Se obtine deci y[n] = a"c[n] .

Daci Y(2) = N —~ este definitd pentru [z} < {a| , semnalul corespun-
—az -

3tor este anticauzal. Transformata sa confine numai puterile pozitive ale lui z. De

7

aceea se scrie Y(3) = si se efectueazd impdrtirea sub forma:

Z -4
z | -a+Z
z+als? l _alz-atrtoadzi a2t
{oalk”
-alzt + atzd
/ atzs
a2z + a2t
/ a’zt
o -1 )
Rezultd ci: Y(z) = - Y {a” Hr=-Y e’z siin consecingd forma

m=1 n=-o .




semnalului este y[n] = -a*o[-n-1]

406 3 Sisteme discrete liniare si invarante in imn. caracterizate prin ecuatii cu
diferente finite liniare si cu coeficienti constanti

Fie SLIT discret caracterizat de ecuatia cu diferente finite:
N M B
Y ayin-kK =Y bxin-k , =0 , (to.53)
k =0 k=0 .

Aplicand egahtatu transformarea Z bilaterald rezultd:
‘N . M
Y a2 Y(z) = Y b2t X(2)
x=0 k=0
din care se poate determina functia H(z) = Y(z)/X(z) ca fiind:

N
Ebkz"‘

H(z) = X2 - Na) lo .54
(2) }% ~ " D@ (0.54)
a, X
k=0 g

Daci este datd ecuatia cu diferente finite (f0.55), forma (/o 34) a lwm1 H(z) s¢
determini imediat, identificind coeficientii din cele 2 relafii §i reciproc. Se mai
observd ¢i H(z) este in acest caz o fractie rationald in z°° sau in z.

Dacid sistemul nu este cauzal. este necesard specificarea domeniului de
convergentd DC. Pentru sistemele cauzale, H (z) = H(2), $i domeniul de convergenti
este implicit. El este exteriorul unui disc cu raza egald cu cel mai mare modul ai
polilor lui H(z). Ridiciniie ecuatiei N(z) = 0 sunt zerourile sistemului, iar radiciniie
ecuatiei D(z) = 0 sunt polii sistemului.

Daci sistemul este stabil si cauzal, tofi polii sdi au modulul subunitar deci sunt
plasati in interiorul discului unitar: Jz | <1.

Fie sistemul discret cauzal. Teorema valorii inifiaie pentru h{n] cauzal este:

R[] = lim H,(z) = lm H(z) = L g_g% . (l0.55)

-

Din ea rezultd c3, daca H,(z) = H(z) este o fractie rationald. atunci gradul numadrdto-
rului, M, nu poate depasx gradul numitorului. N: M < N . Conditia este mai pufin
severd decdt in cazul sistemelor in tlmp continuu (analogice), unde M < N (inegalita-
tea trebuie sd fie strictd).
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Functiile H (z) care au atat poli cit si zerouri piasate in interiorul discului
unitar se numesc func{ii de razd minimd.

Contributia nolilor unui sistem discret cauzal in rispensul 1a impuls al acestuia

Viom considera numai cazul poiilor simpli si dubli, celelalte cazuri tratandu-se
in mod identic.

Deoarece H (z) are coeficienti reali. dacd N(z) =0 admite z, € C ca radacind
atunci ea admite §i pe z, ca radacind. Polii apar in perechi complex conjuzate.

. Q . - -j0 . < . . ..
Fie z, =17, e’r iz, = r,e /2 o pereche de poli. Termenii corespuil-
zitori in descompunerea lui H (z) = H(z) in fracfii sinple sunt:

;
. a * a P

- J9, -1 - 48y -1
1 r, € 4 1 r,e€ V4

iar contribugia lor in kn] este de forma Ar"sin(Qpn-HDp) _Daclr. <1 . rispunsul,
avand un caracter oscilant. se amortizeazi. Perechea de poli nu cenferd instabilitate
sistemului. Dacd insd r, > 1 , raspunsul creste exponential, sistemul fiind instabil. Un
caz aparte il reprezintd polii simplii situafi pe cercul umitar. C ontributia lor in
raspunsul la impuls este un semnal oscilant Asin(Qpn-l-(Dp) . a ciirui amplitudine
rimane marginitd. Oscilatia continud s se mentind desi excitasia a disparut, fara ca
ampiitudinea ei s3 se modifice. Este un caz de stabilitate la limita. sistemul respectiv
fiind un oscilator.

Dacdpolii z =7 e’ © si 2, =r.¢€ % sunt dublii, apar in H (z) = H(z)
_ P P P p u
termeni de forma: -

a, a a, a-

+ + + + L

- jop ‘l — _jQp ‘l - jQP ‘X : - .jQp —1 2
1-r,e’7z" 1-r,e” 7z (1-r,e’ 72y (L-r,e 72 )

Contributia lor in rispunsul la impuls este de forma:

[Al r,ysin(Q,n+ ®p)+Aznrp"sin(Qpn +‘I’P)]c nl .

Daci r. < | , raspunsul este amortizat §i polii dublii din interiorul discului
unitar nu conduc la instabilitate. Dacd insd r, < 1, raspunsul creste in imp 1 nu este
satisficutd condifia de BIBO stabilitate.

Concluzia ce se desprinde este aceea cd un sistem discret si cauzal este
intotdeauna BIBO stabil dacd polii sdi sunt in interiorul discului unitar. Dacd polii
sunt plasati pe cercul unitar, sistemul cauzal este stabil la limitd, doar dacd et sunt
simpli. Pentru cazul unei singure perechi de poli simpli plasati pe cercul unitar se
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obtine un oscilator numeric ce genereazd un semnal discret sinusoidal.
Plasarea unui pol in afara discului unitar cauzeazd instabiiitatea sistemuiui.

chiar daci el este simplu.
Calcuiul rispunsuivi unui SLIT discret caracterizat printr-o ecuatie cu diferente finite

In loc de a determina raspuasul y{n] al unui SLIT discret rezoivdnd ecuatia ct
diferente finite pentru un semnal de intrare x[n] dat, se poate proceda in modu:
descris in paragraful f0.6.2. Caiculul se efectueazd prin intermediul tmnsformate' Z
biiaterale sau uniiaterale, dupd caz. Daci de exemplu se considerd cid ecuaua(lo

cu conditii inifiale nenule, caracterizeazd un sistem cauzal (dar semnalul de la jesire
v[n] este necauzal), atunci prin aplicarea in cei doi membrii ai ralagiei (10.33) a
transformdril Z unilateraie rezuita:
.N' k
% . £
YVa,z [Yn(z)*Zy[—n]z ] Zb 2" [X (2)+ Et[ njz" J (10.56;
n=1

k=Q

Daci semnalul de intrare este cauzal atunci x[-n] = 0, n > 0 §i ecuafia devine:
k

Z a,z [Y (z)- Ey[—n]z"} E b,z ‘*X (z) . (fo.57
n=1

Din ambele ecuatii, cunoscind X (z) §i cenditiile initiale se determind Y (2?
s1 apoi semnalul y[n].
Spre e\emplu fie ecuatia  y[n]-ay[n-1] = x{n] - iar semnalul de intrare

x{nl = ko ofn] . Se presupune ci y{-1] # 0. Este aplicabild forma .57}
k

Y, (z)-az Y Y, (2)+y[-1]2) = ———— ;5 |z| > 1
1_810,2—1
Se determind Y (2):
- —f iR
Y,(2)= _ k . ay| 1.]1= ke‘Q -];; .
(1-¢’™z7")(1-az7!) l-az™' g-¢/" 1-¢/7°z7!
ka 1 . ay[-1]

-1 -1

a-e'% 1-az l1-az

§l apoi:

y[n]=( a*ly[-11+ alnj ; lal<1 , |z]>1

an-1 kefoo(""l) )

T
a-e’* a-elv
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46.6.4 Sisteme de ordinul intii

Un sistem de ordinul intdi este descris de ecuatia cu diferente finite:

yin] - ayln-11 = kx{n] . , (40.58)

Aplicand transformata Z bilaterald se deduce functia de sistem:

H(z) = k = k2 : z€DC . @o.59)
-1
1-az Z-a

Rispunsul la impuls se poate determina in functie de natura sistemului. in
figura 40.5 se ilustreazd constelafia de poli §i zerouri (CPZ) a unui sistem de ordinul
intai. El are un pol in z = a §i un zero in origine.

Daci sistemul este cauzal atunci H,(z) = H(z) iar DC este definit de |z} > la/|.
Considerand ci polul este in interiorul dlsculm unitar, |a} < 1. sisteniui este stabil.
Aceastd condifie este si necesard si suficientd pentru stablhtatea unui sistem cauzal
de ordinul intdi. Raspunsul la impuls in aceste conditii este

h[n] = ka*o[nl . (ho.60)

Daci sistemul este anticauzal. DC este definit prin |z{ < Jal si atunci:

hin] = -ka"o[-n-11 . ({0.61)

Vom considera in cele ce urmeazd sistemul stabil $i cauzal. Rispunsul sdu in
frecventd se obtine - vezi figuralo.5 - prin:

IN

H(ﬂ)=| | giw-or = 1 i@ (10.62)
| PA | | P4 |

Daci 0 < a < 1 maximul modulufui rdspunsului in frecvenyd rezultd pentru
| Pa PA| minim adicd pentru Q = 0 . Dacd Insa - -4 > a > 0, maximul rezultd pentru

Q=x. In concluzie, valori a pozitive deﬁnesc sisteme trece jos, iar valori a negative
definesc sisteme trece sus.
Este usor de sesizat cd |H()1  este o caracteristicdi pard. deoarece

1 PA\ q = \ pAll_ Caractenstxca de fazi este insi, aga cum rezultd si din

figurd, o caracteristicd impara.

%0



3H

40.6.3 Sisweme de ordinul doi

Vo considera o formd particulard a ecuatiei cu diferente finite de ordinul doi.
obtmutd prin normarea cu @, -

yln] +a,yln-1] ~a,y[n-2} = 053

(I~1
3
r-1
1. —v.o

in urma aplicirii transformdrii bilaterale rezuitd funcjia de sistem:

H(z) = k = — kz” . fio 63
i+a;z7l+va,2?  2+aqzra

[ Ea are un zero de orainul doi in
- /—-\\ oricine $1 doi poli. Expresiile polilcr
\\ sunt:
/ i) \ . N
\ \'L(:‘l, -~ _al Tval - 402

/ ‘\\& " : é(a.. 3
- )

X - 2 - - .
/ Dacd a; < 4a, cet doi poli sunt
. complex woinjugati:

| 2,0 = pei® , {0.68)

. \ - =/ A
AN

rezultdnd constelatia din figurado.8.

S~ Daca aj 2 4a, polii sunt reaii.

in ambele cazuri vom consi-

o Fig.0.8. CPZ pentru un sistem de dera cd sistemul este cauzal §1 vom
ordinui doi. cduta conditiile pe care trebuie 53 ie

indeplineascd coeficienfit a5 §i a
pentru a cbyine stabilitatea. Dar conditia necesard §i suficientd pentru ca un sistem
cauzal sa fie stabil este aceea ca toti pclii,sdi sd a1bd modulul subunitar. Aceasta
conduce la:

4a~

p = \/——<1;a,2<4a2.

ceea ce implicd:

| S

|a,l <1, a, > .a._t.. , Q(a.ﬁS')

-

$

10N



sau, dacd polii sunt reaii:
9 < - [T 4., <2 - g>-:
2 < —gtfa 4a < 5 4 4a, 2 0

a- Rezolvind cele 4 inegalitdti ce irebu-
“ Fou| compLECS! i€ 53 fie simuitan indeplinite, rezultd cd este
L " necesar s avem:

a, > -a,-1 si a, > a-1 ;

2
oy a, -4a, z 0 .

(lo.65™

POLI REAL!

Conditiile (#.65") silto .65") delimiteazd in
Fig.40.9 Domeniul posibil al coeficien- axele a, , a, un domeniu triunghiular asa
filor a, si a, care asigurd stabilitatea  cum s¢ vede in figurado,9. Domeniul este
unui sistem de ordinul doi. separat in doud parii de parabola a, = a%/i,,
una corespunzand polilor complecsi, cealal-

ti polilor reali. Parabola corespunde cazului existentei unui singur pol real. dublu.
Rispunsul in frecventd al sistemulut se determind aplicind relafia de calcul

generald (920) :

HQ) - k—t T o.66)
|PA||PA] |

. * . . . -

unde s-a considerat k € R . Pentru valori kK negative, faza se medificd cu 7. Se
observid paritatea in raport cu Q a caracteristicii de modul i imparitatea caracteristicii
de fazd.

40.6.6 Functia de sistem echivalenti unor sistemne discrete conectate in serie si in
paralel

Vom considera doud sisteme discrete h[n] si h.[n] conectate in serie - figura
l0.10a . Sistemul echivalent este caracterizat de h,[n] = h, [n] +h[n] (dacd operatia

are sens). Transformata Z a raspunsului la impuls a sistemului echivalent celor 2
sisteme conectate in serie este conform teoremei de convolufie a semnalelor:

H,(2) = () Hy(2) - (to-67)

It

Dacd sisteme!e sunt cauzale, transformatele bilaterale se inlocuiesc cu transfor-
matele unilaterale. in relajia ¢f0.67) se adaugd indicele "u".

Pentru cazul a.doui sisteme discrete conectate in paralel ca in figurao.10 b,

he[n] = h,' {n]+112[n] si dect:

434
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