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3. Transformata Z
Transformata Z a semnalului discret x[n] este:

z{x[n]}(z)= 3 x[n]z " =X (2).

n=—c0

cu variabila complexd z =X+ jy =re!®; ea generalizeaza transformarea Fourier in timp

discret. Transformata Z evaluata pe cercul unitar este chiar transformata Fourier in timp
discret:

Z{x[n]}(eig)z i x[n]e ™ = F{x[n]}(Q)

Pentru un SLIT, dacd x[n]=> ¢,z =>y[n]=> c.z"H(z,)
k k

Domeniul de convergenta = coroana circulard centrata pe origine care nu contine poli ai
transformatei. Proprietati DC
1. pt semnale cu intindere spre dreapta, DC = coroana circulard delimitata de raza
celui mai mare pol |z| > |zp|max (semnal cauzal)
2. pt semnale cu intindere spre stanga, DC = disc delimitat de raza celui mai mic pol
|z|<|zp|min (semnal necauzal)
3. ptsemnale cu intindere de la —oo la oo, DC este 0 coroana circulara ce nu include
poli
4. semnalele cu suport marginit au transformata Z definita in tot planul, cu exceptia
z=0si z= .
Sistem stabil : cercul unitar |z|=1 este inclus in domeniul de convergenta.
6. Sistemul cauzal si stabil: polii sunt in interiorul cercului unitate (au modul
subunitar). Poli simpli pe cercul unitar => sistem stabil la limita (oscilator
numeric).

o1

Probleme

1. a) Sa se demonstreze ca pentru 0 secventa para x[n]=x[-n] este adevarata egalitatea
X(2)=X(1/2).

b) sa se arate ca polii (zerourile) acestei transformate Z sunt in perechi zo, 1/zo.

c¢) demonstrati ca semnalul in timp discret x[n] =a"este 0 secventa para. Sa se reprezinte

grafic semnalul pentru a=3/4 si |n|<4.
d) determinati transformata Z a semnalului de la pct. ) si domeniul de convergenta.
e) gasiti polii si zerourile acestei transformate.

Solutie problema 1

a) x[n]=x[-n]

ol 3 xnl memn 3 ximk” = 3 xfml(z?) "= (27) =%

N=—o0 m=—co M=—o0

x[n]«> X(z).Dar x[n]=x[-n]= X(z)=X jS.c.t.d.

b) Fie z, un zero siz, un pol pentru X (z)=
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1 zero si 3 este pol al lui X(l] Dar X[ljzx(z), deci 1 zero si 3
Z, Z, z z Z, z

p
. ) . ) 1
este pol al lui X (z). Asadar zerourile lui X (z) se pot grupa in perechi de forma z,,—
ZO

e . 1
si polii lui X (Z) se pot grupa in perechi de forma z,,—
Z

p

c) x[n]= a": x[-n]= a"=a= x[n] = x[n] este o functie para

A , X[n]

[ ]

3/4

3 2 10 1 3
d) u[n]:{:n”r:i%}:a”a[n]+a‘“a[—n—1]:a"a[n]+(§j o[-n—1]
Dar: a"o[n] <> ! si —b”a[—n—l]<—>L
d>al1—az™t Z<bl1—bz ™
1 1Y 1 1Y -1
Pentru b_g:> —(gj a[—n—1]<_l) 1 1<:>[gj a[—n—l]z<<—>l 1.,
‘Zkﬂ 1—aZ ‘a‘l—az

3 ) g 3 4
Pentru a = 2 regiunea de convergenta este P < |Z| < 3 Sl :

_l Z_l

In|
3 1 1 12
=| — — = :U
U[n] (4) (—)1_§271 1_6271 (1_321j(1_421J (Z)
4 4 3

Polii lui U(z) sunt z, :% si z, =%. Se observa ca z, =i (@8]
2 1 Z
P2
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Zerourile lui U (z) sunt z, =0, si limU (z)=0=>z, =. Se observi ci z, _ L (2)
1 2 > Zo

Z—0

(1) si (2) = proprietatea de la b) este satisfacuta.

2. Determinati transformatele z ale urmatoarelor semnale in timp discret. Sa se precizeze
in fiecare caz regiunea de convergenta si sa se deseneze constelatia de poli si zerouri. Sa
se precizeze daca aceste secvente admit sau nu transformata Fourier in timp discret.

a) 5[n], b) 0.5"c[n],

¢) 0.5"a[-n], d) 0.5",

e) 05{c[n]-o[n-2]}, 1) sin(Qn)c[n], g) a"sin(Q,n)c[n].
Solutie problema 2

a) o[n 25 ;" =6[0]=1 DC={z|zeC}.

Transformata nu are nici poli nici zerouri. Secventa admite transformatd Fourier in timp
discret.

n . Z
b) 0.5 a[n]\ZTZSl—O,Sz’l =705

Secventa are transformata Fourier in timp discret.

4 Im(2)

\
\
\
\9.5 1 Re(2)

o0

c) 05¢ Z 0,5"z " ZO 5™z"™ Z(éj Aceasta serie de puteri este

m=0

convergenta daca LS <l |Z| <0,5«DC.

1 0,5 g o .
0, 5”6[—n] > = 05 . Secventa nu are transformata Fourier in timp discret.
yo— 12
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0,5",n>0

d 05"=
0,5",n<0

}: 0,5"¢[n]+0,5"c[-n-1]=0,5"c[n]+2"o[-n-1]

: 1 1
05's[n] &, 2" [-n-1] e

1-0,527" <2 1-2z7
o5f eyt 1 -1,5z7 _ 1,52
’ 1-0,52" 1-2z7 (1-0,5z27)(1-2z") (z-0.5)(z-2)

Im(z) 4

»

Secventa are transformata Fourier in timp discret.

e) 0,5{0‘[n]—0'[n—2]} = O,5{5[n]+5[n_1]} <0,5+0,5z7" = 0’5(i'+ z)

DC = { Ze (C} - {0} . Secventa are transformata Fourier in timp discret.

=> DC.={zeC|0,5<|7 <2}



Prelucrarea Semnalelor — Universitatea Politehnica Timisoara

jQon jQgn

_e_

) e
f)sinQ n=
) 0 2]

n=0 =0 n=0
—_—
S Sy

0 © Qg 0 n
sin Qona[n]H%Z(ej%” e JQOH) -n :zi Z(el j Z(%]
J ez

iQ 1
—l<le S<lo|y>1

Seria de puteri S, este convergenta daca 7
z

Seria de puteri S, este convergentd daca

1 1
oy <1<:>ﬂ<1<:>|z|>1

DC = {Z € (CHZ| > 1} . Secventa nu are transformata Fourier n timp discret.

1 1 1 1 1 1
sin(Qyn)o|n|<> — - = : — :
(Qen)o{n] 2j 1- el 1 1 Zj[l—em"z1 1—619021}
7 eJQOZ
_ehoe® z =sinQ z
T 2] 1-efztoeztiz? T 01 2c0sQz 427
-1
- : z : z
Deci :sin(Q,n)o[n] <> sinQ, 5 =SinQ, —
1-2cosQ,z"+1z z°-2c0sQ,z+1
4/4COSZQ -4 .
2" -200sQz+1=0=>17, , =~~————=005Q, * jsinQ, ="
’ 2
 im@
! \ Re(z)

g) a"sin (Qon) — ;_j(ejﬂon _e—jQOn)
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i ae 1% )"
n=0 Z

Qn - NA—jQoN o —n 1 - aeJQO
a"sin(Qyn)o Zae“’ "—>ae "z :Z—JZ
n=0

n=0

S S

Seria de puteri S, este convergenta daci |2

<1<:>|| ||<1<:>|z|>|a|

Seria de puteri S, este convergenta daca = U <lelz)> [

K
DC ={z e<CH2| >|a|}
. 1 1 1 azsinQ
"sinQ — ____ ' — 0
a sin onO'[n] A J ae]QO ae_]QO 22 _2ac0sQ. 7 +a2
1- 1— 0
z Z
2 2 _
2 = 2acosQ, i\/4z; cos’ Q, —4a’ _acosQ, + jasinQ, = ae*I
A
Im(2)

\a 1 Re(z)

Secventa are transformata Fourier in timp discret daca |a| <1.

3. Stiind ca X(z) reprezinta transformata Z a secventei x[n] sa se calculeze in functie de
X(z) transformata Z a urmatoarelor secvente:

) Af[n]} =x[n]-x[n-1]; b) % [n]=(-1)" x[n]

c) x,[n]= XB} n—par; d) x,[n]=x[2n].

0, n-—impar

Solutie problema 3.
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a) x[n]«> X(z); x[n—l] 77X (2)
A{x[n]} =x o (1- Z’l)
b) x,[n] = ( 1>“x _i( z [](-2)" =X (-2)

n
c) x,[n]= ){E}' - (scalare in timp)
n—impar

a)

i X, [N 7% 4 Z [2p+1]z7 P = Z x[p]z7%° = X (z%)

n p=—0 p=—0o0 p=—00

o0

d) x,[n]=x[2n]«> X,(z)= Zx[Zn]

Dar X ( i x[n]z™" :i x[2p]z 2p+z 2p+1]z‘29+1)

—0 p=— p=—

si X (- i = > x[2p](- Z [2p+1](-z) "
- ix[Zplz i x[2p+1]7 7

p=—c

=> —(X(z)+X( z))= i x[2pJz 7P => 1(X(u2)+X( UZ)J Zx[Zp}J”’

p=—o

X3(z)=%[X(22)+X(—22)J

4. Sa se determine semnalele in timp discret care corespund urmatoarelor transformate Z
1 .. _
a) 5(1-z")(1+2°); b) ——— pentru cele doud domenii de convergenti posibile.

@—m4

2 1 1
c) ~, pentru Z<|Z|<§’
(1—1 z‘lj(l+1 z‘lj
2 4
1

/2 1+3z’1+Ez’2 +=773
d) 5————-tema;e) 6 3
2°-05z+0.6

142714152
6 6

Solutie problema 4.
a) X(z)=5(1-z")(1+2°)=5-5z"+52°~52"
x[n]=55[n]-56[n-1]+556[n—3]-55[n—4]
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1 n
b) X (2)=— > Dintabele: X, (2)=— % { na'a|n}.[z| > a|
(1-az?) (1-azt)  [nao"[-n-1}[z|<[a
Dar X(z)=§le(z)—>§x1[n+1]
Cazul I : |z|>|a|:>x[n]:i(n+1)a”+la[n+1]<:>x[n]=(n+1)a”a[n+1]
Cazul Il |z|<|a|:>x[n]=§(n+l)[—a"+1a[—n—2]]=—(n+1)a”a[—n—2]
C) pentru E<|z|<l, X(z)= 2 == A + A —+ B
4 2 (1—121](“121) 1+ZZ_1 (1+1zlj 1--77
2 4
1 2 8
B:(l——z‘ljx(z) = L ==
2 sl 2 77=2
i (1+1z‘1) o
4
1 .Y 2 2
== 1 - -1 X 1 = 4 = —
A2 ( +4Z j (Z) 77 =4 1_12_1 77 =4 3
2
d 1 Y dl, 1__
—Z|:(1+ZZ lj X(Z):| 21_4_A15|:1+—Z 1:| i
d 2 1 1 .\ 272 4
_ - -2 _ _ - -1 _ _
dzfy 1ol e AP e 2(1 2° j pua = A ATS
2
4 1 2 1 8 1
X(z)==— += +—
941, 3(“12_1)2 9y 1,
4 2
1 1 4/ 1Y 2 1Y 8(1Y)
Pentru = = x[n]=2|-= £ _= L e
entru 4<|z|<2 x[n] 9( 4] o[n]+3(n+1)( 4) o[n+1] 9(2) o[-n-1]
1

—2’3+Ez’2+32’1+1Z4:u1u3+Eu2+3u1+1
e) X(Z): 3 6 _ 3 6

oS Leidud
6 6 6 6
u=z"1 -1
P TR PR Vo 1 :
“ur+Tu+l S T S|
6 6 6 6
X(2)
7™ 7™ A B

X.(2)= 27457046 (z’1+2)(z’1+3) T2 743
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(! _ ¢ __
A=(2 +2)Xl(z)z‘l_—Z—z‘l+3z1_—2_ 2
B=(z+3)X z
=(27+3) 1(Z)z—l=—e,_z*1+2 71=-3

1 1 1 1
X,(2)=—2———+3 _

2742 7743 1+(1)zl 1+(1jz1
2 3

X(z)=2z"+1- L + L

[ )
2 3
Exista 2 poli: zp1 = -1/2; zpp = -1/3, de modul |zp1| = 1/2; |zp2| = 1/3 deci 3 regiuni de

convergenta.

Cazl || >%; solutia cauzala x[n]=25[n—1]+5[n]—(—%)na[n]+(—%jn o[n]

1 1 1Y 1Y
Caz i §<|z|<§;x[n]=25[n—1]+5[n]+(—§j a[—n—1]+(—§j &[]
Caz Il || <%; solutia anticauzala

n

x[n]:25[n—1]+5[n]+(—%jna[—n—l]—(—%j o[-n-1]

5. Pentru sistemul in timp discret din figura, considerat cauzal si in repaus initial

»(+) @ -

x[n] v y2 1o v yIn]
1/3 D D

a) sa se determine functia de transfer H(z)

b) sa se scrie ecuatia cu diferente finite

C) sd se stabileasca raspunsul la impuls h[n]

d) analizati stabilitatea sistemului

e) sa se determine raspunsul in frecventa al sistemului

f) sa se determine raspunsurile sistemului la urmatoarele semnale de intrare:

1. cos107zn; 2. (%) o[n]; 3. o[n]-tema
g) sa se deseneze forma canonica Il de implementare a sistemului.

Solutie problema 5
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a) sa se determine functia de transfer H(z). Un sistem de ordinul | este descris de ecuatia
cu diferente finite:

a,y[n]+ay[n—-1]=bx[n]+bx[n—-1]
si de functia de transfer:

H(2)= by +hz™"

+az
Forma canonica II de implementare a acestui sistem este:
X[n] ;/_l_\ 1/a£_ bo y[n]

-di b1
Sistemul din enuntul acestei probleme este format prin conectarea in cascada a doua

astfel de sisteme de ordinul 1. Pentru primul: 1 =Lb,=1-a =é;b1 = % Functia de
8y

1+12’1

1—12‘1
3

transfer a primului sistem este: H,(z)=

Pentru al doilea sistem din enunt: i =Lb,=L-a = %bl =1. Functia de transfer a
Q

. . . 1+z7*

sistemului al doilea este: H, (z) =

1—12’l
2

Functia de transfer a sistemului global este:

1+§z’1+12’2 1+§z’1+12’2
H(Z):Hl(z)'HZ(Z): 121 2 1 = é %
1-|Z+2 |27 4222 1-S7'+227
3 2 6 6
. ) .. 3 1 5 1
b) Coeficientii acestei functii de transfer sunt: b, =1b, = E;b2 = E;a0 =la = —E;a2 ==

Ecuatia cu diferente finite corespunzatoare este :

y[n]—%y[n—l]Jr%y[n—Z]: x[n]+gx[n—1]+%x[n—2]

+ 3
c) 1-2714 2 0o 2?-52"+6=0;z; _o%L_
6 6 ' 2 2

10
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322+927'+6 A B
H = =
(2) 72 57746 7'-2 2°-3
, 32%7+927'+6
A:(Z 1_2)H(Z) =2 7.3 2’1_2:_36
_ 32%+927'+6
B=(z'-3)H(2) e B AT
1 1 1 1
H(z)=-36———+60————=18 -20
772 z'-3 1.4 11,4
2
Dar: —+—"&5 (Ej o[n)i— 9(1) o]
1--z* 2 1--z* 3
2 3
:>h[n]=1s(1j a[n]_zoﬁ &[]
2 3
d) din functia de transfer deja determinatd: H(z)=18 i' -20 Z]L- rezulta ca
1-=z77 1-=z1
2 3

avem doi poli |zp1|=1/2 si |zp2|=1/3, de modul subunitar. Stiind ca sistemul este cauzal,
domeniul de convergenta este |z|>1/2, prin urmare cercul unitar |z|=1 este inclus in DC.
Sistemul este deci stabil.

: 212 4 ge7i 3(cos2Q— jsin2Q)+9(cosQ— jsinQ)+6
B) 26 = H ()= X F0e +6 _S(cos20- Jsin20) 9(cosr- jsin©)

e 571 16 c0s2Q— jsin2Q—5(cosQ— jsinQ)+6
(@) 3c052Q+9c0sQ+6— j(3sin2Q+9sinQ)

- c0s2Q—5c05sQ+6— j(sin 2Q-5sin Q)
f)1°) x[n]=cos10zn=> y[n]=|H (107)| cos(lO;m+arg{H (107:)})
~31+9-1+6- j(3:0+9-0)
~ 1-51+6-j(0-5-0)

Q=107 = H (107) =18/2=9=> y[n]=9cos(107n)

2 x[n]:(lj o] = X (2) = —— =Y (2) = X ()H (2) =
2 1_52—1
1.
1 Lo g A B c
Y@= T 1t |
1-Zz' 1-Z7Y 1-Z7% 1-27% (g 1,4} 1-Z77
2 3 2 2 > 3

11
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1 -1 1 -1
1 —Z

n n+1
s —zﬁn(—j o[n], adic 3622—2<—>36(n+1)(1j o[n+1]
(1_12-1J 2 (1—12‘1j 2
2 2

n

De aceea : y[n] =150(%Jn o[n]+36(n +1)(%jn+l o[n +1]+40[%J o[n]

1+§z’l +12’2

5 1 3 1
9) H(z)= é % :%Zliaiz—giazZEi bozlibFEibz:E

1-"z7'+ 277
6° "6
X|n n
[n] '<+> . ,<+> , Ynl
A
\ 4
D
+—+—(+
<5/6 v 312 )
D
o 12

6. Se considera sistemul in timp discret cauzal din figura:

12
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x[n] () y[n]

-k/5 z? -k/6

\ 4

a) sa se determine functia sa de transfer H(z). Schifati constelatia de poli si zerouri si
regiunea de convergenta

b) pentru ce valori ale lui k sunt polii sistemului in interiorul cercului unitate? sa se
analizeze stabilitatea sistemului

¢) sd se determine y[n] dacd k=1 si x[n]=(1/ 2)‘”‘
Solutie problema 6

1 k —k
a) . Loy =T-a =-—ib=—

1K1 LK

-1 —_ —_—

H(z)= 2B 6" fksjzozk;zpz_h
G Az 1+gz’1 Z+ 6

b) -1< —E <1= -5<k <5. Polii unui sistem cauzal si stabil trebuie sa fie situati in

interiorul cercului unitar, prin urmare pentru |k|<5, sistemul dat este stabil.

9 x[n]z(%jn=(%)na[n]+2"o—[—n—l],

n |z]>=
1 2 1 . ] L |
(Ej L S L

X L L Y(2)=X(2) H(2)=
()= Y (=X () H ()5

1 _ 1 _ 1 _
- :1_621 1 1 ) 1_621 1_621

(2) 1 1 1-2z7 1 1 1
1+2z71-2z7 (1 z‘lj(l— ‘lj (1+z‘1j(1—22‘1)
Yi(2) Y,(2)
1—12’l 1—12’l
6

13
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1
1--7%
A B 1 11
Y = ; A_ 1 - -1 Y 6 _
1(2) 1+1271+1_£271 = ( +52 j 1(2)21:_5 1_1271 s 21
2 2
1
1--77
B:(l—iz-ljvl(z) 6 _10
2 1+1 -1 =2 21
11/ 1Y’ 10 1Y
A ]‘z(‘gj [n]+2_1(§j o]
1
1-=z77
. cC D (i1, e 1
YZ(Z) 1+1271 1—221:C_(1+ z jYz(Z)zl_s_l_zzl 2475_6
1_6132_1 5
-1
D=(1-2z )Yz(Z)Z{; RN R
2 +52 2
1 1 5 1 1( 1Y 5
Y. =_. ~ e Do
:(1)=5 1+ézl 6 1-271 Y2l 6( 5j oln]+52"o(n]

I~ s |[-2] olnl+ 3o 3] olnl-22%o[n)

7. Un sistem liniar si invariant in timp discret este descris de ecuatia cu diferente finite:
y[nl-2y[n-1]+y[n-2]=x[n]
a) sd se determine functia sa de transfer H(z). Schitati constelatia de poli si zerouri si
regiunea de convergenta
b) sa se determine raspunsul la impuls h[n]
c) sa se analizeze stabilitatea sistemului.
Solutie problema 7
1 1

a) a0=];a1=—2;a2:];b0=1=>H(Z)=1 22_1+Z_2=(1 4)232;11:2;21:1
- A

Existd 2 regiuni de convergenta :|z| <1 sau |z|>1 .

z2>1

b) H,(2) =5 > n].

d( z z-1-z 1 772
E{Hl(z)}za(blj: (-1 (z-1F (1-z1)

14
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1 d
Sm:—zz E{Hl(z)} (—)(n+1)0'[n +l]
c) Sistemul are un pol dublu pe cercul unitate si in consecinta este instabil. Daca x[n]

este cel mai simplu semnal in timp discret nenul, x[n]=&[n] atunci
y[n]=h[n]=(n+1)o[n+1].

X[n]

-1 1 2...
y[n] X

-1 0 1 2...

15



